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Program badawczy - poszukiwanie liczb pierwszych za

pomocg komputera.

WIADOMOSCI OGOLNE

O Czas trwania zajeé: 2 x 40 minut

O Kontekst w jakim wprowadzono doswiadczenie:

Zajecia realizowane sg jako typ ,zajecia z pytaniem problemowym”. Instrukcje pojawiaja
sie czedciowo w tekécie wiodacym, ktéry ma charakter rozprawki naukowej. Proponuje
przeprowadzenie dodwiadczenia dwuetapowo - na dwoch kolejnych jednostkach lekcyjnych. Jedli

zechcemy wykorzystaé tylko 1 cze$é, podsumowanie kohczy sie w punkcie 7 Zadania A.

B Potencjalne pytania badawcze:
1. Jak poszukiwa¢ liczb pierwszych?

O Okredlenie wiedzy i umiejetnosci wymaganej u uczniow przed przystgpieniem
do realizacji zaje¢:

Wiadomosdci i umiejetnodci dotyczace liczb pierwszych i ztozonych okredlone w podstawie
programowej dla drugiego etapu nauczania. Ponadto uczeh potrafi w podstawowym zakresie

obstugiwaé arkusz kalkulacyjny.

O Cele osiggniete z wykorzystaniem doswiadczenia:

1. nauczyciela:
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— zapoznanie ucznidéw ze strategiami sprawdzania, czy liczba jest pierwsza (w tym z algorytmem
zwanym sitem Eratostenesa) i poszukiwania liczb pierwszych za pomoca komputera,
— wskazanie przydatnosci programéw i narzedzi komputerowych do badah matematycznych,

— ¢wiczenie analizy i krytycznej oceny tekstu matematycznego.
2. ucznidw:

— uczeh zna réznice miedzy liczbami pierwszymi, ztozonymi i liczbami, ktére nie sq ani pierwsze,
ani zfozone,
— uczeh zna i stosuje twierdzenie o rozktadzie liczby zfozonej na czynniki pierwsze,

— uczeh zna, rozumie i potrafi wykona¢ algorytm zwany ,Sitem Eratostenesa”.

B Pojecia kluczowe:

— liczba pierwsza,
— liczba ztozona,
— dzielnik,

— podzielno$¢ liczb naturalnych.

=My

DOSWIADCIENTE

O Zmienne wystepujgce w doswiadczeniu:

— zmienna niezalezna: potencjalne dzielniki badanej liczby,

— zmienna zalezna: iloraz badanej liczby przez zmienng niezalezna,

— zmienna kontrolna: na kazdym etapie modyfikacji algorytmu (kolejne wersje dodwiadczenia)
stata jest zasada orzekania - jesli otrzymamy choé jeden dzielnik naturalny, to liczba nie jest

pierwsza.

O Instrukcja wykonania doswiadczenia:

W zaleznoéci od indywidualnej oceny nauczyciel decyduje czy ponizszy program badawczy poprzedzié

éwiczeniem porzadkujacym rozumienie podziatu liczb naturalnych na trzy podzbiory: {0, 1}, liczby
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pierwsze, liczby zfozone. Mozna to np. sprawdzié, proponujac ocene: ktoéra z liczb spoéréd: 0, 1, 2, 51

jest pierwsza i dlaczego. Uczniowie pracujg w parach przez dwie minuty, a nastepnie na forum klasy

sprawdzamy (mozliwe zastosowanie metody sygnalizacji - typu $wiatta - dla kazdej z liczb) rezultat

pracy i wyjasniamy watpliwosci. Mozna takze zapisaé precyzyjna definicje liczb pierwszych, jako

tych liczb naturalnych, ktére posiadaja doktadnie dwa rozne dzielniki (jedynke i samaq siebie).

Celem waszej aktywnosci bedzie przesledzenie i zrozumienie sposobu tworzenia i modyfikacji

algorytmu pozwalajacego sprawdzaé, z wykorzystaniem arkusza kalkulacyjnego, czy dana liczba jest

pierwsza. Kolejne, poczawszy od drugiej, instrukcje, z wykorzystaniem ktorych zbudujecie narzedzie

badawcze, pojawiaé sie bedaq w tekscie wiodacym - rozprawce traktujacej o badaniach pewnego

zespotu klasowego.

Zadanie A

1.

Sprdbujcie w parach odpowiedzieé na pytanie ,Czy liczba 1361 jest pierwsza?” (to pytanie
stanowié bedzie wstep do naszych badan nad algorytmizacjq problemu: ,Czy dana liczba jest
pierwsza?”). Postawcie wiasng hipoteze i sprdobujcie sprawdzié, pracujac w parach, czy Wam

sie uda jq zweryfikowaé w ciggu dwoch minut.

(na forum klasy nalezy podsumowaé éwiczenie. Wiekszosci, lub moze nawet wszystkim
parom nie uda sie zweryfikowaé hipotezy. Wazne jest, by uczniowie opowiedzieli
o swoich strategiach weryfikacji hipotezy. Na razie nie poddajemy ich ocenie. Istotnym
celem tej aktywnosci jest bowiem nabycie doswiadczenia, ze proces badawczy dla duzych

liczb jest pracochtonny)

Jak zauwazyliscie, nie jest fatwo zbadaé czy liczba jest pierwsza, gdy jest ona stosunkowo
duza. Dlatego wspétczesdnie wykorzystuje sie do tych badan komputery. Postaramy sie takze
przesledzié¢ i wykorzystaé sprawozdanie z badan, ktérych podjefa sie wczesniej jedna z klas
gimnazjalnych. Bedziemy korzystaé z fragmentéw tekstu matematycznego - opisu badan
nad algorytmem, ktory pozwala skutecznie sprawdzaé czy liczby sq pierwsze. Opracowanie
tego algorytmu stanowié bedzie klucz do rozwigzania problemu.

Za pomocg stworzonego algorytmu chcemy badaé, czy sq pierwsze liczby z zakresu do
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10 000.

Wykorzystajcie pomyst Marka; wykonajcie (w zespotach 4 osobowych) w arkuszu

kalkulacyjnym narzedzie do badania, czy liczba jest pierwsza wg instrukcji:

(jesli mamy dostatecznie duzo komputeréw do dyspozycji mozemy pracowaé w parach,

ale dyskusje warto prowadzié organizujqc je w zespoty 4 osobowe)

- W komorke A2 wpisz liczbe badang ( tu 1361)

| A |
B
3

W komorke A3 wpisz liczbe 2 (pierwszy potencjalny dzielnik wiasciwy)

A

2
3 2

Wypemij wiersz trzeci serig danych o poczatkowej wartoéci 2 (A3) - krokiem 1, az do

wartosci koncowej 1360

- W komoérke A4 wpisz formute: ,=$A2/A3", ktéra obliczy iloraz 1361/2
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— Rozszerz formute w wierszu czwartym, tak by otrzymaé ilorazy liczby 1361 przez kolejne

dzielniki naturalne z wiersza trzeciego (wykorzystaj lewy klawisz myszy),

A B C
2

3 2 3 4
4 680.5 453.667 ‘

—~ Sprawdz czy otrzymates choé jeden iloraz naturalny (wéwczas liczba 1361 nie bytaby

pierwsza),
— Odpowiedz na pytanie badawcze - zweryfikuj swoja hipoteze (nalezy sprawdzié,
czy wszystkim zespotom powiodto sie badanie - ewentualnie udzielié pomocy technicznej -

$ledzac na biezaco jak uczniowie radzgq sobie z wykonywaniem instrukcji),

3. Z ktorym ze stwierdzen kolezanek i kolegbw Marka sie zgodzicie - przedyskutujcie
to w swoich zespotach (4-osobowych).

—  Trudno byfo prowadzié obserwacje dotyczaca podzielnosci, bo dzielnikéw jest bardzo duzo,

—~  Woystarczy ustawié¢ potencjalne dzielniki do 680 (Uzasadnienie: 681 to ponad potowa liczby
1361, aprzeciez gdyby 1361 dzielita sie przez 681, to dzielita by sie - wczesniej, takze
przez iloraz tego dzielenia, czyli przez liczbe 1361/681. Poniewaz 681 to ponad potowa 1361
wiec 1361/681<2, a mniejszy od 2 dzielnik wtadciwy nie istnieje).

(runda podsumowujqca na forum klasy - szczegdlnie trzeba sprawdzié, czy uczniowie

zrozumieli uzasadnienie z punktu b)

4. Zapoznajcie sie z uwagami Joli.
Jola stwierdzita, ze arkusz mozna jeszcze uproéci¢ powotujac sie na nastepujace
rozumowanie: gdyby istniaty liczby, przez ktére dzieli sie 1361 to najwiekszq z nich mozna

oznaczy¢ jako a.

Wynik dzielenia 1361:a - ozhaczmy b.
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1361:a = b, wieci 1361:b = a.
Liczba b moze by¢ co najwyzej réwna a.

W tym przypadku bytoby: 1361:a = a.
Whiosek Joli: Wystarczy szukaé potencjalnych dzielnikéw liczby 1361 do liczby 36.

5. Przedyskutujcie w zespotach czy rozumowanie Joli jest poprawne.
(runda podsumowujqca na Tforum klasy - sprawdzamy czy uczniowie zrozumieli
rozumowanie Joli - mozna wykorzystaé system Swiatet i nie przechodzié do kolejnego

etapu bez pewnosci, ze ten zostat zrozumiany przez wszystkich).

6. Zapoznajcie sie teraz z propozycja Anny.
Dla kazdej liczby ztozonej istnieje doktadnie jeden rozkiad na czynniki pierwsze. Nie musimy
sprawdzaé podzielnodci przez liczby ztozone, bo badana liczba jedli jest podzielna

przez liczbe ztozong, to musi sie tez dzieli¢ przez jej dzielniki pierwsze.

Whiosek Anny: Wystarczy wiec, bySmy wybrali do badania liczby pierwsze mniejsze

od 36 - jako potencjalne dzielniki.

7. Czy argumentacja Anny jest stuszna - przedyskutujcie to w swych grupach.
(runda podsumowujqca na forum klasy - sprawdzié czy wszyscy rozumiejq argumentacje.
W trakcie podsumowania nalezy doprowadzié do konkluzji, ze aby zbadaé, czy liczba x
jest pierwsza wystarczy zbadaé czy dzieli sie przez dzielniki pierwsze nie wieksze od.
Zapowiadamy, ze dalszq cze$é badan warto rozpoczqé od modyfikacji - uproszczenia

algorytmu).

Zadanie B

Udato nam sie zoptymalizowaé algorytm, za pomocq ktdérego da sie badaé, czy liczby sq pierwsze.
Kolejnym naszym celem jest zbudowanie docelowego narzedzia komputerowego (zmodyfikowanie
arkusza kalkulacyjnego, ktérego pierwotng idee przedstawit Marek). Chcemy, z jego pomoca, badaé
liczby nie przekraczajace 10 000 w celu okreslenia czy sq pierwsze. Wykonywaé bedziecie zatem

kolejne etapy instrukcji naszego doswiadczenia.
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8. Z jakiego zakresu nalezy wybraé liczby pierwsze, by gwarantowaty takie badanie
we wskazanym zakresie? Zastanéwcie sie indywidualnie, a nastepnie skonfrontujcie swoje
ustalenie z uczestnikami wlasnej grupy.

(na forum klasy nalezy ustalié, ze muszq to byé liczby pierwsze z pierwszej setki,

bo /10000=100)

9. Do poszukiwania liczb pierwszych w pierwszej setce liczb naturalnych wykorzystacie algorytm
zwany ,Sitem Eratostenesa’. Wykonajcie kolejne kroki doswiadczenia (algorytm
Eratostenesa).

— W ponizszej tabeli znajduja sie liczby od 1 do 100. Wykre$l jedynke, bo nie posiada dwdéch

réznych dzielnikéw naturalnych, czyli nie moze byé pierwsza.
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— Pierwszq liczbqg pierwsza jest oczywidcie dwdjka i ja zostawiamy, natomiast wykredlamy
wszystkie jej wielokrotnosci, bo dzielityby sie nie tylko przez jeden i samgq siebie, ale rowniez
przez 2.

— Zostawiamy kolejna najmniejsza, nie skredlonqg liczbe, a nastepnie wykreslmy wszystkie
jej wielokrotnosci - z tych samych powoddw jakie wskazano dla liczby 2.

— Powyzszgq instrukcje powtarzamy az do wyczerpania liczb.

(wynotowujemy na tablicy liczby, ktére pozostaty na Sicie - zbidr dzielnikéw pierwszych

z pierwszej setki liczb naturalnych)
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10. Zmodyfikujemy teraz nasz arkusz. W wiersz B wpisujemy tylko dzielniki, ktére pozostaty
.na Sicie” - nie skreslone liczby z tabeli. Pozostate komérki w wierszu B i odpowiadajace im -

w wierszu C - czyscimy.
11. Testujemy dziatanie arkusza spisujac swoje uwagi.

(na forum omawiamy uwagi grupy z testowania arkusza - przedyskutowaé nalezy

co najmniej spostrzezenie nadmiarowosci potencjalnych dzielnikéw dla mniejszych liczb)

O Podsumowania doswiadczenia:

W Zadaniu A i Zadaniu B przedstawiono propozycje podsumowan kolejnych etapéw badad.
Uktadajq sie one w sekwencje:

moj poglad/poglad wypracowany w parach - dyskusja w grupie czteroosobowej - przedstawienie
wspdlnie ustalonych racji na forum klasy - ostateczne ustalenie, poprzez dyskusje catego zespotu
klasowego obowiazujace i wykorzystywane na dalszych etapach pracy doswiadczalnej. Nie powinno
sie przechodzi¢ do kolejnego etapu (kolejnego punktu/etapu instrukcji/doswiadczenia) bez oméwienia
i wyjasnienia wszelkich watpliwosci uczniéw zwigzanych z dobrym zrozumieniem - z czego wynikajq,

poszczegolne modyfikacje algorytmu.

Warto sprawdzi¢ (jesdli bedziemy dysponowaé czasem) jak uczniowie radzq sobie z rozktadem
na czynniki pierwsze np. liczby 4620, oraz co zrobig, gdy trzeba bedzie odpowiedzieé na pytanie jaka

jest kolejna liczba pierwsza nastepujaca po liczbie 1339.

Dla osdb dobrze radzacych sobie z arkuszem kalkulacyjnym mozna zaproponowaé (na prace domowa)
przygotowanie arkusza, ktdry nie testowatby liczb przez nadmiarowe, potencjalne dzielniki pierwsze

(wieksze od pierwiastka z badanej liczby).
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O Propozycja dokumentacji przeprowadzenia doswiadczenia przez uczniow

1. Tabela - Sito Eratostenesa - po wykresleniu liczb.

2. Docelowa wersja narzedzia badawczego - arkusz kalkulacyjny wykonany przez ucznidw
po modyfikacji opisanej w punkcie 10 instrukcji. (propozycja wykorzystania Excela lub Calca -

przykfad takiego arkusza - narzedzia dla nauczyciela dotgczono do scenariusza).

3. Zrzuty ekranowe z badah dla kilku wybranych liczb (minimum 5 liczb wiekszych od 1000.
Uwaga! Ponizej przedstawiono przyktad, w ktérym wykorzystano zrzut z wykorzystaniem arkusza
dostarczonego jako narzedzie pomocnicze dla nauczyciela - zrzuty uczniowskie nie muszq byé

podobne do tego wzoru organizacji arkusza ).

Whpisz w réiowe pole, ponize] W tej kolumnie pojawiajg sie liczby pierwsze
liczbe,mniejszg od 10000. przez ktére komputer bedzie prébowat . o _ tujest informacja,
1 | Komputerzbada, czy jest pierwsza podzielié badang liczbe. tu obserwuj | tu jestinformacja czy liczba
prébujac ja roztozyé wynik dzielenia | czy sig podzielito jest pierwsza
na czynniki pierwsze Jedli to sie uda, to liczba nie bedzie pierwsza

- 2 3480,5 nie podzielne

3 3 2320,333333333 nie podzielne
4 5 1392,2 nie podzielhe
T 7 994,4285714286 nie podzielne
|6 | 11 632,8181818182| nie podzielne
7| 13 535,4615384615 nie podzielne bl
s | 17 409,4705882353| nie podzielne ('D
| o | 19 366,3684210526| nie podzielne (7,]
T 23 302,652173913 nie podzielne P
1 | 29 240,0344827586 nie podzielne
T 31 224,54833870968 nie podzielne
|13 | 37 188,1351351351| nie podzielne -c
| 12 | 41 169,7804878043|  nie podzielne -
|15 | 43 161,8837209302  nie podzielne fD
| 16 | a7 148,1063829787 nie podzielne -
| 17 | 53 131,3396226415| nie podzielne E
| 18 | 59 117,9830508475 nie podzielne
B3 61 114,1147540984|  nie podzielne w
| 20 | 67 103,3955223881 nie podzielne N
T 71 938,0422535211 nie podzielne m
| 2 | 73 95,3561643836 nie podzielne
? 79 88,1139240506 nie podzielne
| 22 | 33 83,8674698795 nie podzielne
:H 39 78,2134831461 nie podzielne El
| 26 | 97 71,7628865979 nie podzielne
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PODSTAWA PROGRAMOWA

O Cele, ktére zostang osiggniete w wyniku przeprowadzenia doswiadczenia przez

nauczyciela i uczniéw pod kierunkiem nauczyciela:

a) wymagania ogdélne - cele

—  Drugi etap edukacyjny:

2. Dziafania na liczbach naturalnych: 8) uczeh rozpoznaje liczbe ztozona, gdy jest ona
jednocyfrowa lub dwucyfrowa, a takze, gdy na istnienie dzielnika wskazuje poznana cecha
podzielnosci; 9) rozkfada liczby dwucyfrowe na czynniki pierwsze;

Ze wzgledu na realizacje tresci w gimnazjum zakres badania zostat poszerzony do liczb nie
wiekszych, niz 10 000.

b) wymagania szczegofowe - tresci nauczania

— Trzeci etap edukacyjny:

IV Uzycie i tworzenie strategii: uczen stosuje strategie jasno wynikajaca z treséci zadania,
tworzy strategie rozwigzania problemu.

V Rozumowanie i argumentacja: uczeh prowadzi proste rozumowania, podaje argumenty

uzasadniajgce poprawno$é rozumowania.

BIBLIOGRAFIA

Proponuje zachecié uczniow do poszerzenia wiedzy na temat badah zwigzanych z poszukiwaniem liczb
pierwszych za pomocq komputeréw i zastosowania tych liczb np. w kryptologii. Warto nadmienié,
ze kazdy ma mozliwo$¢ wziecia udziatu w takich badaniach wykorzystujac swdj komputer i przekazane
oprogramowanie - jedli przystgpi do jednego z kilku prestizowych projektéw badawczych.

Wystarczajace informacje gimnazjalisci moga znalezé np. w Wikipedii:

1. http://plwikipedia.org/wiki/Liczba pierwsza
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