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Konstrukcja odcinkow niewymiernych z wykorzystaniem

Twierdzenia Pitagorasa.

WIADOMOSCI 0GOLNE

O Czas trwania zajeé: ok. 40 minut + 5 minut na wyktad

O Kontekst w jakim wprowadzono doswiadczenie:

Doswiadczenie warto zrealizowaé w klasie drugiej lub trzeciej, gdy uczniowie majq utrwalong wiedze

dotyczacq tréjkatow prostokgtnych.

B Potencjalne pytania badawcze:

1. Jak mozna konstruowaé odcinki o dtugosci wyrazonej liczbg niewymiernqg (postaci \/ﬁ gdzie
n jest liczbg naturalng, ale nie jest kwadratem innej liczby naturalnej), majac do dyspozycji

wytacznie odcinki o diugoéciach wymiernych?
O Okredlenie wiedzy i umiejetnosci wymaganej u uczniéw przed przystgpieniem
do realizacji zaje¢:

Uczniowie potrafia obliczaé diugoéci bokéw tréjkatéow prostokatnych w oparciu o twierdzenie
Pitagorasa.

Jesli uczniowie majaq niewystarczajaca wiedze na temat liczb niewymiernych, warto doswiadczenie
poprzedzié np. krotkim, 5-cio minutowym wyktadem nauczycielskim z uwzglednieniem rysu
historycznego, dotyczacego odkrycia niewspétmiernosci - jako pierwiastkow z liczb, ktére nie sq
kwadratami liczb wymiernych. Nalezy (ponownie) zadbaé, by nie utrwalito sie przekonanie, ze tylko

tego typu liczby moga byé niewymierne (np. przez przypomnienie liczby ).
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O Cele osiggniete z wykorzystaniem doswiadczenia:

1. nauczyciela:

— zapoznanie uczniéw ze sposobem konstruowania odcinkéw o dtugoéciach wyrazonych liczbqg
niewymierng z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa,
— ksztaicenie umiejetnoéci dobierania wiasciwego modelu uzasadniajacego poprawnosé

konstrukciji.
2. uczniow:

~ bedziesz umiat konstruowaé wiele odcinkéw o diugosciach niewymiernych wykorzystujac

twierdzenie Pitagorasa.

B Pojecia kluczowe:

— odcinki o dtugosciach niewymiernych,
— twierdzenie Pitagorasa,

— symetralna odcinka.

O Hipoteza sformutowana przez uczniow:

1. Naturalna hipoteza nr 1 brzmi: Z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

2. Hipoteza nr 2 to najprawdopodobniej: ,,TAK” lub ,NIE”.

DOSWIADCIENTE

O Zmienne wystepujgce w doswiadczeniu:

— zmienna niezalezna: niewymierna dtugosci odcinka - boku tréjkata prostokatnego,
— zmienna zalezna: diugosci pozostatych dwdch bokéw pozwalajacych taki odcinek uzyskaé,
— zmienna kontrolna: sposéb obliczenia dtugosci boku trzeciego - uzasadniajacy sposob

konstrukcji (w oparciu o twierdzenie Pitagorasa).
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O Instrukcja wykonania doswiadczenia:

W przypadku wykonywania konstrukcji na komputerze uczniowie mogaq caty czas pracowaé w parach.
Zadanie A

1. Zapoznajcie sie ze sposobem konstrukcji odcinkéw o dtugosciach niewymiernych /2 oraz /3
Przedyskutujcie w parach jak nalezy wykonaé kazdq z konstrukcji.

-
..
..
-
~

1+1=2

12+1%=(S2)

b przeciwprostokatna
xi ‘\
1 / F Ten odcinek skonstruowano jako przeciwprostokatng trojkata

prostokatnego o dwéch przyprostokatnych dtugosci 1, bo wg

Twierdzenia Pitagorasa suma kwadratéw dtugosci

przyprostokatnych réwna jest kwadratowi dtugosci
) R przeciwprostokatnej.
. 4-1=3
22.12=(/3)?
2°=(/3)%+1
s przyprostokatna Ten odcinek skonstruowano jako przyprostokatna
% | tréjkata prostokatnego o drugiej przyprostokatnej
. 2 dtugosci 1 i przeciwprostokatnej dtugosci 2, bo wg
: Twierdzenia Pitagorasa suma kwadratéw dtugosci
/ przyprostokatnych réwna jest kwadratowi dtugosci
§ // przeciwprostokatnej.
N
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(tu warto zaplanowaé stopklatke, by sprawdzié czy wszyscy uczniowie dobrze zrozumieli
idee konstrukcji - odstuchujemy minimum po jednym wyjasnieniu dla kazdego odcinka,

prosimy o korekte pozostatych ucznidw)

2. Przeczytajcie pytanie badawcze/problemowe. Postawcie indywidualnie swoja hipoteze

i zapiszcie jg wraz z pytaniem badawczym/problemowym - kazdy w swoim w zeszycie.

3. Wykonajcie teraz konstrukcje odcinka o diugodci /5 jako przyprostokatng
lub przeciwprostokatna wykorzystujac jedna z ponizej przedstawionych mozliwosci
(praca w parach po uprzednim omoéwieniu kazdej koncepcji — minimum nalezy odstuchaé
propozycje kolejnych krokéw konstrukcyjnych):
1+4=5 9-4=5
12+2%=(/5)? lub 32-2%=(/5)?
3?=(/5)*+2°
Konstrukcje mozecie takze wykonaé na komputerze.
(po zakonczeniu zadania - stopklatka; pokazanie poprawnej konstrukcji dla kazdej

wersji, wyjasnienie dodatkowych waqtpliwosci uczniéw)

4. W zespotach czteroosobowych sprébujcie znalezé sposéb na skonstruowanie odcinka
o diugosci /6 z wykorzystaniem Twierdzenia Pitagorasa. (PodpowiedZ: spréobujcie zapisaé
liczbe 6 jako sume kwadratow lub réznice kwadratow dwoch liczb wymiernych). Po trzech
minutach przedstawicie rezultat waszej pracy.

(tu stosujemy kolejnq stopklatke i omawiamy wyniki poszukiwan, a najprawdopodobniej -
ich brak; nastepnie przeformutowujemy (formutujemy nowe) pytanie
badawcze/problemowe: Czy kazdy odcinek o dtugosci wyrazonej liczbq niewymiernq mozna

skonstruowaé w sposob przedstawiony w instrukcji?)

5. Sformutujcie kolejng hipoteze nr 2. Zapiszcie pytanie badawcze/problemowe i hipoteze

nr 2 w zeszycie.

6. Nie zawsze jest tatwo wymysli¢ jak liczbe ,nie kwadratowq” przedstawi¢ w postaci sumy
lub réznicy kwadratéw dwoch innych liczb naturalnych. Czasem sie tego po prostu nie

da zrobié. Czy zatem matematyka jest wobec takich liczb ,bezsilna”’?
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Zapoznajcie sie z wynikiem badan Basi, ktéra wymyslita ,,sposéb” na /6.
OPIS POMYStU BASI.

Po dtugich, bezskutecznych poszukiwaniach sposobu na skonstruowanie odcinka V6 odkrytam,
ze bez trudu umiem skonstruowaé odcinek dwa razy diuzszy. Wystarczy pozniej podzielié

ten odcinek na potowe:

2./6=0226=+2% -6 =+/4-6 =24
24=25-1

24+1=25

(/24)*+1°=57

Whiosek Basi:

Odcinek o niewymiernej dtugosci /24 powstanie jako przyprostokatna, gdy druga
przyprostokatna ma dtugo$é 1, aprzeciwprostokatna ma diugos¢ 5. Odcinek o dtugosci

J6 otrzymamy dzielac /24 na potowe (symetraing) .
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7. Jedli wystarczy nam czasu, mozemy poleci¢ parom wykonanie konstrukcji wg pomystu Basi

lub od razu przej$é do podsumowania koncowego:

W tym miejscu podsumowujemy uzyskane wyniki doswiadczenia. Warto, by uczniowie poznali
jaki jest ich aktualny poglad na rozwiazanie problemu (inwentaryzacja ilosciowa hipotezy nr 2).
Mozna takze wykorzystaé ponizszq liste wyboru, za pomoca ktérej uczniowie dokonaja
samooceny swej aktualnej wiedzy i umiejetnosci oraz przekazq nauczycielowi 1Z o realizacji

cel6w doswiadczenia:

— Potrafie wymysli¢ sposéb na konstruowanie wielu odcinkéw wymiernych.

— Sadze, ze wszystkie odcinki /n typu mozna skonstruowaé z wykorzystaniem twierdzenia
Pitagorasa lub przez podziat uzyskanych tym sposobem odcinkéw na réwne czesci,
albo ich zwielokrotnianie.

-~ Nie jestem pewien, czy wszystkie odcinki /n typu mozna skonstruowaé z wykorzystaniem
twierdzenia Pitagorasa lub przez podziat uzyskanych tym sposobem odcinkéw na réwne czeéci,

albo ich zwielokrotnianie.

— Chciatbym poznaé ostateczng odpowiedZ na pytanie badawcze - podjaé dalsze badania.

Poniewaz celem doswiadczenia nie jest uzyskanie przepisu (algorytmu) dla kazdego mozliwego
przypadku, powinno pojawié sie naturalne zapotrzebowanie na kontynuacje badan. Prace domowg,
proponuje zatem sformutowaé wariantowo - uczniowie wybierajq konstrukcje, ktdra chcq zrobié:

odcinka, gdy sposéb jest tatwo wymyslié¢ np. /10,
trudniejszego do wymyslenia np. /11
lub jeszcze trudniejszego np. /54.

O Podsumowania doswiadczenia:

Doswiadczenie jest kilkuetapowe, dlatego bezposdrednio w instrukcji przedstawitem propozycje

niezbednych podsumowan czesciowych tzw. stopklatki oraz propozycje podsumowania kohcowego.

B Propozycja dokumentacji przeprowadzenia doswiadczenia przez uczniow

Dokumentacja doswiadczenia przeprowadzonego przez uczniéw powinna zawieragé:
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1. Konstrukcje wykonang klasycznie lub komputerowo (tu do wyboru programy umozliwiajace

wykonanie takiej konstrukcji: C.a.R., GeoGebra, Cabri...).

2. Uzasadnienie arytmetyczne poprawnosci konstrukcji w oparciu o Twierdzenie Pitagorasa

(uczniowie dotaczajq wiaciwe - w zaleznoéci od wyboru sposobu konstrukcji)
3. Informacje stowng czy odcinek /5 powstanie jako przyprostokatna, czy przeciwprostokatna,

4. Jesli wykonamy punkt 7 instrukcji, nalezy konstrukcyjnie podzieli¢ odcinek o dtugosci /24

na dwie czesci, podpisujac diugoéé potowy jako V6.

PODSTAWA PROGRAMOWA

O Cele, ktére zostang osiggniete w wyniku przeprowadzenia doswiadczenia przez

nauczyciela i uczniéw pod kierunkiem nauczyciela:

a) wymagania ogoélne - cele

— 1l Wykorzystywanie i interpretowanie reprezentacji: uczeh uzywa prostych, dobrze znanych
obiektéw matematycznych, interpretuje pojecia matematyczne i operuje obiektami
matematycznymi.

— 111 Modelowanie matematyczne: uczeh dobiera model matematyczny do prostej sytuacji,
buduje model matematyczny danej sytuacji.

— 'V Rozumowanie i argumentacja: uczef prowadzi proste rozumowania, podaje argumenty
uzasadniajace poprawno$é¢ rozumowania

b) wymagania szczeg6fowe - tresci nauczania

— 3 Potegi: 1) uczeh oblicza potegi liczb wymiernych o wyktadnikach naturalnych;

— 4 Pierwiastki: 1) uczen oblicza wartosci pierwiastkéw drugiego i trzeciego stopnia z liczb,
ktdre sq odpowiednio kwadratami lub szescianami liczb wymiernych;

— 10 Figury pfaskie: 7) uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa;
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Tematyke zwigzang z twierdzeniem Pitagorasa uczniowie znajda w kazdym podreczniku matematyki
np.

1. Matematyka 2. Podrecznik dla gimnazjum. Wydanie 2010. Praca zbiorowa pod redakcjq
M. Dobrowolskiej.

Informacje o historii odkry¢ liczb niewymiernych znalezé mozna np. w Wikipedii:

2. http://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby niewymierne

i pogtebiaé jq korzystajac z systemu kolejnych odsytaczy. Proponuje takze klasyczng lekture:

3. ,Sladami Pitagorasa” - Szczepana Jelefskiego, Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych
1961, lub nowsze WSiP, Warszawa 1974.
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